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2. Aufgabe Punkte

Consider the initial value problem

¥ (1) = t >0, z(0) = zo, (1)

( )
with ¢(0) > 0 and A\ < 0 and g € C*(R).

(a) Show that z* = 0 is an asymptotically stable fixed point of (1).

Beweis: Es gilt f(z) = ( ) mit Fixpunkt z* = 0. f ist stetig differenzierbar um 0 mit

(o) M) = X2g @) o(e) —ag(@)

g(z)? 9(x)?
Dafiir:
* g(o) '
v(Df(z")) = v(A (0)2)
%To")
1
‘ 9(0 <0

4

Daher ist z* asymptotisch stabil.

(b) Show that the semi-implicit time discretization

Tpy1 — T _ ATgt1
T g(mk)

is asymptotically stable, in the sense that limy_,., 2 = 0 for all 7 and z,.
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Beweis: Es gilt:

Th+1 — Tk _' ATg41
T _ 9(zx)
9(zk)
g(x.k) — AT

& Tpy1 = Ty
und damit:

lonaall = nw%i()—f)hn <llall, darr<0 v

Da g(0) > 0 und g stetig ist folgt, dass g > 0 auf einer §-Umgebung von 0. Also gilt fiir

I — 0| < 9, dass g(z) > 0 Vz € [~z0, 7] := I. Damit folgt, dass g(zfjk-),w stetig ist auf

I, da g(z;) # Ar. Sei nun 0 < C' = max,e; — 42 <\1/. Dann gilt

g(z)—Ar
i el < Jim - %) = ol Jim € =0 _

Also folgt limy,_, o, ) = 0 fiir alle 7 und die Diskretisierung ist asymptotisch stabil.
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